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  הקדמה

  נוסחאות שימושיות

                    מסוג אוילרמד"ר הומוגנית      2 '' ' 0x y x x y x y x         

ננחש פתרון מהצורה  y x x ונקבל את המשוואה האופיינית  

 2 1 0        

  נחלק למקרים:

  צורת הפתרון  שורשי המשוואה האופיינית

  ממשיים שוניםשני שורשים 

1 2   
  1 2

1 2y x c x c x
    

 שורש ממשי אחד כפול

1 2     
  1 2 lny x c x c x x

    

 שני שורשים מרוכבים צמודים

1

2

i

i

  

  

 

 
  

     1 2cos ln sin lny x c x x c x x
     

  

 

  ליוביל נפוצות-יות שטורםבע

נניח כי    2'' 0y x y x   0בתחום x L   

    ערכים עצמיים  פונקציות עצמיות  תנאי שפה

   0 0y y L     sinn

n x
y x

L

   
 

   
2

n

n
x

L

    
 

  1n   

   ' 0 ' 0y y L     cosn

n x
y x

L

   
 

   
2

n

n
x

L

    
 

  0n   

   ' 0 0y y L     2 1
cos

2n

n x
y x

L

   
 

   
2

2 1

2n

n
x

L

    
 

  1n   

   0 ' 0y y L     2 1
sin

2n

n x
y x

L

   
 

   
2

2 1

2n

n
x

L

    
 

  
1n   
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   אינטגרל קווי מסוג ראשון

                                         2 2
, , ' '

b

a

f x y ds f x t y t x t y t dt


          

כאשר       ,t x t y t   עבורa t b   

 

  מימדי)- משפט גאוס (הדו

2Dסגורה חלקה למקוטעין התוחמת תחום -מסילה פשוטה נניח כי   

D(כלומר   ( נניח כי .    , , ,F P x y Q x y


  שדה גזיר  

  . נורמל חיצוני למסילה  -  nונסמן  Dבסביבת ברציפות 

 אזי   
D D

F n ds F dxdy


    
   

xכאשר  yF P Q  
 

Fנקרא הדיברגנץ של השדה  


 

  

  

אם  זהות שימושית: ,u x y    גזירה פעמיים אזu u 
 

 

כאשר 
  ,x yu u u 


xx - ו  uהגרדיאנט של זה   yyu u u   הלפלסיאן שלu  

  

                             הלפלסיאן בקוארדינטות פולריות:
2

1 1
rr ru u u u

r r    

 

                                        זהות גרין:
D D D

v
u vdxdy u ds u vdxdy

n


    

  



  

  

  תנאי הכרחי לקיום פתרון בעיית ניומן

   

   

,                             ,

,                             ,

u F x y x y D

u
g x y x y D

n

  



 




  

התנאי ההכרחי הוא    , ,
D D

g x y ds F x y dxdy


 
 

שר מקרה מיוחד הוא כא , 0F x y   ואז נדרוש , 0
D

g x y ds
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  משוואת לפלס בעיגול

  בעיית דיריכלה

  הפתרון של הבעיה 

  

   

2 2 2

2 2 2

0                            

, ,           

u x y

u x y f x y x y





   


  


  

 

  

  (בקוארדינטות קוטביות) נתון על ידי הנוסחה הבאה

                    
      0

1

, cos sin  
2

n

n n
n

a r
u r a n b n  







 
   

 


 

0uהמקיימת  uהערה: פונקציה   נקראת פונקציה הרמונית 
  

  שאלות

  הבעיהנתונה  )1

 

2 2

3 2 2

0                 in       1

, 1    on       1

u x y

u x y y x y

   


   



  

פתרו אותה ובטאו את הפתרון בקוארדינטות קוטביות  ,u r 

  

רמז: ניתן להשתמש בזהות      3 3 1
sin sin sin 3

4 4
     

  

  נתונה הבעיה )2

      
 

2 2

2 4 2 2

0                    in       4

,    on       4

u x y

u x y x y x y

   


   



  

ינטות קוטביות פתרו אותה ובטאו את הפתרון בקוארד ,u r 
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 נתונה הבעיה )3

      
 

2 2

2 2 2

0                    in       16

,          on       16

u x y

u x y x y x y

   


  



  

פתרו אותה ובטאו את הפתרון בקוארדינטות קוטביות  ,u r 

  

רמז: ניתן להשתמש בזהות      2 sin 3 sin
cos sin

4

 
 


  

  

  

  נתונה הבעיה )4

      
 

2 2

2 2

2 2

0                    in       9

1            on      9, 0
,

0            on      9, 0

u x y

x y y
u x y

x y y

  

    
   



  
פתרו אותה ובטאו את הפתרון בקוארדינטות קוטביות  ,u r 

  

  

  

  נתונה הבעיה )5

      
 

2 2

2 2

2 2

0                    in       1

  1            on      1, 0
,

1            on      1, 0

u x y

x y y
u x y

x y y

  

    
   



  
פתרו אותה ובטאו את הפתרון בקוארדינטות קוטביות  ,u r 

  

  

  

 נתונה בעיית ניומן הבאה )6

      
   

2 2

2 2

2 2

0                    in       1

          0, 1
0,0 0             ,

          0, 1

u x y

y x x yu
u x y

n c x x y

  

      
    





  

  מתקיים התנאי ההכרחי לפתרון בעיה זו? cא) עבור איזה מספר         

  שמצאתם בסעיף א' cב) פתרו את הבעיה עבור הערך של         
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 נתונה בעיית ניומן הבאה )7

      
 

2 2

2 2 2

0                               in       16

, 1           on       16

u x y

u
x y x x y

n


  


   







  

  מתקיים התנאי ההכרחי לפתרון בעיה זו? א) עבור איזה מספר 

  שמצאתם בסעיף א' ב) פתרו את הבעיה עבור הערך של 

  

  

 נתונה בעיית ניומן הבאה )8

      
     

0                               in       0

, sin cos

u r R

u
R A B C

r
  

  


  





  

,א) מצאו תנאי על הפרמטרים  ,A B C     כך שיתקיים התנאי ההכרחי  

  לפתרון בעיה זו    

  ב) פתרו את הבעיה בהנחה והתנאי מסעיף א' מתקיים 

  

  

 פתרו את הבעיה )9

   2 2

2 2
2 2

3

                               in       3
3

4cos 2 8sin 4
x y

x y
u x y

u  
 


  

 


  

  

 פתרו את הבעיה הבאה )10

 22 2 2 2

1

                          1

          
r

u x y x y

u x
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  תשובות סופיות

1(       33 1
, 1 sin sin 3

4 4
u r r r                

 

2(       
2 4

6
, 8 cos 2 4 cos 4

2 2 2

r r
u r           

   
 

 

3(      
3

, 16 sin 3 16 sin
4 4

r r
u r          

   
 

 

4(     2 1

1

sin 2 11 2
,

2 3 2 1

k

k

kr
u r

k










      
 

 

5(     2 1

1

sin 2 14
,

2 1
k

k

k
u r r

k














 

0cא)  )6        (ב       2
2

1

11 1
, sin sin 2

2 2 1 4

k

k

k

u r r r k
k

  







 

 

א)  )7
1

8
        (ב   

2
0, cos 2

2 8

a r
u r    

0Cא)  )8        (ב  0,
2

a
u x y x y   

9(      
2

2 44 8
, cos 2 sin 4 3 

9 81 3 3

r
u r r r      

10(      61
, cos 1

36
u r r r    
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  בטבעתלפלס משוואת 

  הפתרון של הבעיה 

  

  

   

   

0                 in       0

,          on        

,           on       

u a r b

u a f r a

u b g r b

 

 

    

  

  



  

  
  
  

 הינו מהצורה

         0 0
1

, ln cos sinn n n n
n n n n

n

u r A B r A r A r n B r B r n  


 
 



     
 

  

  שאלות

  פתרו את הבעיה הבאה )1

 
1

2

0                1 2

0         

2cos        

r

r

u r

u

u 





   

 

 



 

  והביעו את הפתרון בקוארדינטות קרטזיות
  

  נתונה הבעיה )2

      

2 2

2 2

2 2

0                        in       1 4

1
                         on       1

16

3
2 +              on       4

4 8

u x y

u x y

x y
u x y


    



  


    




פתרו אותה והביעו את הפתרון בקוארדינטות פולריות     

  

  
  
  
  
  



  

  

  
    
    
 

  www.GooL.co.il-לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל  
  .  Guy86222@gmail.com © גיא רוטמן –כתב ופתר   

  

  נתונה הבעיה )3

      

2 2 2 2

2 2

2 2

             in       1 4

0                         on       1

0                         on       4

u x y x y

u x y

u x y

     

   

   



 
   א) פתרו אותה והביעו את הפתרון בקוארדינטות פולריות        

 ב) הוכיחו כי הפתרון יחיד        

רמז: תוכלו להשתמש בזהות גרין      
D D D

v
u vdxdy u ds u vdxdy

n


    

        

 

  נתונה הבעיה )4
2 3

3

1

2

3

sin                 1 3

sin         

sin         

r

r

u r r

u

u

r











  










חשבו את   
2

0

2,
u

d
r



 
        רמז: תוכלו להשתמש במשפט גאוס  

  

  פתרו את הבעיה  )5

      

 
1

2

0                1 2

ln 2            

ln 4      

r

r

u r

u

u





   

 

 



 

  והביעו את הפתרון בקוארדינטות קרטזיות
  

  נתונה הבעיה )6

         

0                                  in       1 2

cos sin             on        1

0                                    on        2

r

u r

u r

u r

 

  
   

  



  

א) פתרו אותה והביעו את הפתרון בקוארדינטות פולריות

  

 ב) הוכיחו כי הפתרון יחיד

רמז: תוכלו להשתמש בזהות גרין     
D D D

v
u vdxdy u ds u vdxdy

n
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  תשובות סופיות

1(   2 2

4 4
,

3 3

x
u x y x

x y
 


            

2(   1 1 1 1 1 1 1
, 2 ln cos sin

16 ln 2 16 3 2
u r r r r

r r
                  

     
 

א)  )3     
4 1 15

ln
16 16ln 2

r
u r r


     ב) הוכחה 

4(  
2

0

3
2,

2

u
d

r

  


 

5(      2 21
, ln 2 ln

2
u x y x y   

א)  )6   11 4
, cos sin

5 5
u r r r      

 
 ב) הוכחה   
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  משוואת לפלס בגזרה מעגלית

  הפתרון של הבעיה 

  

   

   

0                 in       0  ,  0

,0 0   ,   , 0

,

u r

u r u r

u f

   



  

    

  

 



  

  
  

   הינו מהצורה 
1

, sin
n

n
n

n
u r A r


  







   
 


 

  

  שאלות

  פתרו את הבעיה )1

   

 

0            1         0

,0 0   ,   , 0

2 3
1, sin +sin  

u r

u r u r

u

    



   
 


   
  

        

   



  

  
  פתרו את הבעיה )2

                                              

   

   

0            1         0

,0 0   ,   , 0

1,  

u r

u r u r

u

  



   

   

  

  



 

  והביעו את הפתרון ע"י טור אינסופי         
  

  יהפתרו את הבע )3

   

   3

0            0 1         0

,0 0   ,   , 0

1, sin  

u r

u r u r

u

  



 

    

  

 



 

הערה: תוכלו להיעזר בזהות      3 3 1
sin sin sin 3

4 4
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  פתרו את הבעיה )4

   

 

0            0 1         0

,0 0   ,   , 0

1, 1 

u r

u r u r

u

  





    

  

 



 

  והביעו את הפתרון ע"י טור אינסופי
  

  
  
  
  
  

  תשובות סופיות

1(  
2 32 3

, sin sinu r r r
 
    

 
       
   

            

2(  
 

  2 1
3

1

8 1
, sin 2 1

2 1
k

n

u r r k
k

 







 


 

3(      33 1
, sin sin 3

4 4
u r r r    

4(     2 1

0

4 1
, sin 2 1

2 1
k

k

u r r k
k
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  משוואת לפלס במלבן

  נתונה הבעיה הבאה

       

       

       

       

1 1

2 2

1 1

2 2

0                 in       0  ,  0

,0     or      ,0    

,     or      ,    

0,     or      0,    

,    or      ,

y

y

x

x

u x a y b

u x f x u x f x

u x b f x u x b f x

u y g y u y g y

u a y g y u a y g y

    

  



 

  

  



  
  
  

אם ) 1   1 2 0f x f x   נמצא את כול הפתרונות מהצורה אז     ,u x y X x Y y .
  

 עבורבל בעיית שטורם ליוביל נק  Y y  אהיוצורת הפתרון      , n nu x t X x Y y 
  

  

אם ) 2   1 2 0g y g y   נמצא את כול הפתרונות מהצורה אז     ,u x y X x Y y .
  

 עבורבל בעיית שטורם ליוביל נק  X x  אהיוצורת הפתרון      , n nu x t X x Y y  

  

  תזכורת:
                        הפונקציות ההיפרבוליות:

       

       

cosh              sinh          cosh sinh
2 2

cosh 0 1                        sinh 0 0                     sinh cosh

x x x xe e e e d
x x x x

dx

d
x x

dx

  
  

  

  

                                          

  שימו לב:

''2הפתרון הכללי של המד"ר  0y y   הוא   1 2cosh sinhy c x c x   

''2הפתרון הכללי של המד"ר  0y y   הוא   1 2cos siny c x c x   
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  שאלות

  הבאה פתרו את הבעיה )1

         

     

0                   0   ,   0

0, , 0

,0 0         ,

xx yyu u in x L y L

u y u L y

u x u x L x L x

     

  

   

  

  פתרו את הבעיה הבאה )2

         

   

0                   0   ,   0

0, , 0

3
,0 0         , sin

xx yyu u in x L y L

u y u L y

x
u x u x L

L




      

  

     

 

  

  פתרו את הבעיה הבאה )3

         

   

0                   0   ,   0

2
0, 0       , 1 cos

,0 , 0

xx yy

y y

u u in x L y L

y
u y u L y

L

u x u x L



      

      

 


 

 

  פתרו את הבעיה הבאה )4

   

   

0                   0   ,   0

3
0, cos        , cos

,0 , 0

xx yy

y y

u u in x L y L

y y
u y u L y

L L

u x u x L

 

      

         

   


   

 

 התנאי ההכרחי לפתרון  מתקיים Kא) עבור אילו ערכים של הפרמטר  )5

  בעיה ניומן הבאה?    

     

     2

0                   0 2   ,   0

0, ,0 , 0

2 , cos 2 2 3cos

xx yy

x y y

x

u u in x y

u y u x u x

u y K y y

 





      

   

   

  
  שמצאתם בסעיף א'  Kב) פתרו את הבעיה הקודמת עבור ה 

ובהנחה כי      0,0 10u  
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  תשובות סופיות

1(  
     

   2

3
1

2 1 2 18
, sin sinh

2 1 sinh 2 1k

k x kL
u x y y

L Lk k

 

 





    
    

     


            

2(    
1 3 3

, sin sinh
sinh 3

x
u x y y

L L

 


       
   

 

 

3(    
1 1 2 2

, cos sinh
sinh 2

y
u x y x x

L L L

 


        
   

 

 
4(  

      
  
  

 
4Kא)  )5      

 
  ב) 

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   
   

cosh 1 3 3
, cos cosh cos sinh + cos sinh

sinh sinh 3

y x y x y x
u x y

L L L L L L

     
 

                       
           

                 1 3 3 1
, 10 cos cosh cos 4 cosh 4

2sinh 8 sinh 2 sinh 2 2sinh 8
u x y y x y x
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  עקרון הממוצע

 הרמונית בעיגול uנניח כי    2 2 2
0 0x x y y R    ורציפה על השפה  

  אזי       
2

0 0 0 0

0

1
, cos , sin

2
u x y u x y d



    


    0 לכל R   

  
  שאלות

  דיריכלהנתונה בעיית  )1

      
 

2 2

2 2
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u x y

u x y x x y
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0                       in       4
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u x y
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  נתונות הבעיות הבאות )5
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  נתונה הבעיה הבאה )6
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 הוכיחו כי 0,0 0u    

  

 -כך ש  2 -פונקציה הרמונית ב נתונה  )7 0,0 0u   
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  המקסימום והמינימוםעקרון 

  :פונקציות הרמוניותעבור עקרון המקסימום 

0u נניח כי   בתחום חסום  וכיu  רציפה על השפה  

  נמצא על השפה  בתחום  u של המוחלטאז המקסימום 

 קבועה). uולא ייתכן מקסימום מקומי (אלא אם כן 

 

  :עקרון המינימום עבור פונקציות הרמוניות

0uנניח כי    בתחום חסום  וכיu  רציפה על השפה  

  נמצא על השפה  בתחום  uאז המינימום המוחלט של 

 קבועה). uולא ייתכן מינימום מקומי (אלא אם כן 
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2 21 sin                                               cos

1 1 1 1
, sin                                        , cos

2 2 2 2

3 9
,                                               

2 4

u v

u v

u
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  תהי )3 ,u x y

 

פונקציה הרמונית בריבוע   , | 0 ,0D x y x y       

  ונתון כי 
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 עיגולפונקציה הרמונית ב  2 2, | 8D x y x y   

   המקיימת
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  תשובות סופיות
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